DROITE D’EULER D’UN TRIANGLE.

	A     ABC est un triangle non équilatéral.   

       Soient O le centre du cercle circonscrit, G le centre de gravité et H  l’orthocentre de ABC. 

        On se propose de montrer que O, G, H sont alignés.

L      La droite passant par ces 3 points est appelée « droite d’Euler du triangle ABC ».


A) Etude avec Géoplan

1° Charger Géoplan

2°Construire  le triangle ABC et son cercle circonscrit (W).

Créer 3 points A, B, C  libres dans le plan. Créer les segments [image: image2.png][4B]



, [image: image4.png][Bc].[CA]



  . Puis créer les médiatrices de [image: image6.png][AB] et



 [image: image8.png][BC]



 et leur point d’intersection O : ce point O est le centre du cercle circonscrit à ABC . 

Créer le cercle (W) de centre O passant par A.
3° Créer le centre de gravité G  et l’orthocentre H de ABC.

Créer le milieu A’ de[image: image10.png][BC],



 et le milieu B’ de [image: image12.png][c4]



  puis créer les droites (AA’) et (BB’), qui sont des médianes de ABC.  Créer le  point G d’intersection des droites (AA’) et (BB’) : c’est le centre de gravité de ABC.

Créer la droite d1 perpendiculaire à (BC) menée par A, et la droite d2 perpendiculaire à (AC) menée par B : ce sont deux hauteurs de ABC.  Créer le point d’intersection H de d1 et d2 : c’est l’orthocentre de ABC.

4° Constater l’alignement de ABC.

Créer la droite (OG) et vérifier qu’elle passe toujours par H, en faisant bouger les points A, B, C.

Cette droite est la droite d’Euler du triangle ABC.
B) Démonstration.

Soit (W) le cercle circonscrit à ABC. Soit A’ le milieu de [image: image14.png][BC]



 et soit D le symétrique de A par rapport à O. tracer la droite (BH) et les segments [image: image16.png][AD]



, [image: image18.png][BD],et [DC].




1° Justifier que D est un point du cercle (W).

2° Justifier que (AB) et (BD) sont perpendiculaires, puis que (BD) et (CH) sont parallèles.

3° Quelle est la nature du quadrilatère BHCD ? Justifier.

4° Quel est le centre de gravité du triangle AHD ? Justifier.

5° Que représente (HO) dans le triangle AHD ? En déduire l’alignement des points G, H, O.

6° Comparer les distances GO et GH.

7° Que se passe-t-il dans le cas où ABC est équilatéral 
TRIANGLE EQUILATERAL  ET CERCLE CIRCONSCRIT
	[image: image19.png]ABC est un triangle équilatéral et © est son cercle circonscrit.




[image: image20.png]On se propose de montrer que,si D est un point situé sur le petit arc BC,




[image: image21.png]alors on a l'égalité : DA = DB + DC.






A) [image: image23.png]Etude sous GEOPLAN




1° Charger Géoplan

2° Créer le triangle équilatéral ABC :

Créer les points A et B libres dans le plan. Pour que ABC soit équilatéral, créer la rotation r de centre A et d’angle 60°, et le point C, image de B par cette rotation r

Tracer les segments [image: image25.png][AB],[BC] et [CA].




3° Créer le cercle [image: image27.png]


 circonscrit à ABC  et le point D:

Créer – Ligne- Cercle- circonscrit à ABC… le nommer éventuellement  C1…

Créer le point D libre sur ce cercle et déplacer éventuellement D pour l’amener sur le petit arc [image: image29.png]


.

Tracer les segments [image: image31.png][DA]; [DB]



 et [image: image33.png][DC]



.

4° Mesurer des longueurs.

Mesurer les longueurs  DA, DB, DC :

Créer- Numérique- Calcul géométrique – Longueur d’un segment – DA (de même pour DB et DC)

Afficher ces longueurs :

Créer- Affichage- Variable numérique déjà définie
5° Conclure.

Comparer  DA et DB + DC. Vérifier le résultat annoncé au début de l’exercice.

Déplacer D sur le petit arc [image: image35.png]


 et vérifier que ce résultat reste valable

Trouver deux égalités du même type si D passe sur le petit arc [image: image37.png]


 ou sur le petit arc [image: image39.png]


.
.

B) Démonstration.
Soit E le point de [image: image41.png][AD]



 tel que DE = DC. La droite (EC) recoupe en F le cercle circonscrit à ABC.
1° Quelle est la nature du triangle DEC ?  Justifier.

2° Quelle est la nature du triangle FAE ?  Justifier.

3° Calculer les angles du quadrilatère  BDEF. En déduire la nature de ce quadrilatère  BDEF.

4° En déduire qu’on a bien : DA = DB + DC.

5° Complément : que peut-on dire des droites (DC) et (FA) ? Justifier.
UNE PROPRIETE DE L’ORTHOCENTRE

	On se propose de démontrer la propriété suivante :

« Les symétriques de l’orthocentre d’un triangle par rapport aux trois côtés de ce triangle appartiennent au cercle circonscrit à ce triangle ».


A) Vérification du résultat avec Géoplan.

1° Charger Géoplan

2° Construction du triangle ABC et du cercle (W).

Créer les 3 points A, B, C libres dans le plan.

Créer les médiatrices de [image: image43.png][4B]



 et[image: image45.png][Ac]



  et leur point d’intersection O. Puis créer le cercle (W) de centre O passant par A.

3° Construction de l’orthocentre H de ABC

Créer la droite d1 perpendiculaire à (BC) menée par A, et la droite d2 perpendiculaire à (AB) menée par C : ce sont deux hauteurs de ABC.  Créer le point d’intersection H de d1 et d2 : c’est l’orthocentre de ABC.
 Créer les points L, intersection de d1 et (BC), et K, intersection de d2 et (AB),ce sont les pieds des hauteurs issues de A et C.

4° Construction du symétrique de H par rapport à (BC) et vérification de la propriété.

Créer le point D, symétrique de H par rapport à (BC). Vérifier que D est sur (W). Et que cela reste vrai lorsqu’on fait bouger les points A, B et C .

Vérifier de même que les symétriques de H par rapport à (AB) et (AC) sont sur (W).

5° Vérification d’une égalité entre des angles.

Mesurer les angles [image: image47.png]BCD



 et [image: image49.png]BCH



.  Qu’observe-t-on ?

B) Démonstration.

ABC est un triangle d’orthocentre H et de cercle circonscrit (W).On désigne par K et L les pieds des hauteurs issues respectivement de C et A . La droite (AH) recoupe le cercle (W) en un point D. On se propose de démontrer que D est le symétrique de H par rapport à (BC). Alors le symétrique de H par rapport à (BC) sera bien un point de (W).

1° Montrer que les points A, K, L et C sont cocycliques.  Comparer les angles [image: image51.png]BAL



  et  [image: image53.png]KCB



.

2° Montrer que  [image: image55.png]BCD = KCB etque



(BC) est la bissectrice de [image: image57.png]KCD



.

3° Montrer que D est le symétrique de H par rapport à L.  Conclure.

UNE PROPRIETE D’un TRIANGLE EQUILATERAL

	ABC est un triangle équilatéral.  Il s’agit de  démontrer que si P est un point intérieur à ABC se projetant orthogonalement  en Q, R et S sur les côtés (AB), (BC) et (CA), alors la somme   

x =  PQ + PR + PS   ne dépend pas de la position du point P à l’intérieur de ABC.


A)  [image: image59.png]Etude sous GEOPLAN.





1° Charger Géoplan

2° Créer le triangle équilatéral ABC :

Créer les points A et B libres dans le plan. Pour que ABC soit équilatéral, créer la rotation r de centre A et d’angle 60°, et le point C, image de B par cette rotation r

Tracer les segments [image: image61.png][AB],[BC] et [CA].




3° Créer le point P et ses projetés orthogonaux sur les côtés de ABC :

Créer le point libre P et le placer à l’intérieur de ABC.

Créer la droite  d1  passant par P et perpendiculaire à (AB), et son point d’intersection Q avec (AB).

Créer la droite d2 passant par P et perpendiculaire à (BC), et son point d’intersection R avec (BC).

Créer la droite  d3  passant par P et perpendiculaire à (CA), et son point d’intersection S avec (CA).

Avec la boîte de styles mettre d1, d2 et d3 en mode « non visible », puis créer les segments [image: image63.png][PQ]



, [image: image65.png][PR]



 et [image: image67.png][Ps]



 .

4° Calculer x =  PQ + PR + PS .

Mesurer les segments [image: image69.png][PQ]



, [image: image71.png][PR]



 et [image: image73.png][Ps]



 : Créer- calcul géométrique- mesure d’un segment- [image: image75.png][PQ]



  - nom de la mesure : L1 (de même pour les segments [image: image77.png][PR]



 et [image: image79.png][Ps]



  en les appelant par exemple L2 et L3 ). Puis : Créer – affichage- variable déjà définie- L1 (de même pour L2 et L3)

Créer la somme x =  PQ + PR + PS : créer- calcul algébrique -  L1+L2+L3 -  nom du résultat : x

Faire varier P à l’intérieur de ABC : que constate-t-on ?

C) Démonstration.

1° Soit a la mesure d’un côté du triangle équilatéral ABC. 

 En remarquant que l’aire y de ABC est la somme des aires des triangles PAB, PBC et PCA, exprimer en fonction de y et de a la somme  x =  PQ + PR + PS . 

En déduire que x ne dépend pas de la position de P à l’intérieur de ABC.

2° Exprimer, en fonction de a, l’aire y  de  ABC.

En déduire l’expression de x =  PQ + PR + PS  en fonction uniquement de a.

DROITE DE SIMSON

	On se propose de démontrer le résultat suivant :

« Si  ABC est un triangle quelconque, de cercle circonscrit (W), et si M est un point quelconque de ce cercle, les projetés orthogonaux de M sur les 3 côtés du triangle sont toujours alignés. »

La droite passant par ces 3 points est la « droite de Simson du point M ».


A) Vérification du résultat avec Géoplan

1° Charger Géoplan

2° Construction du triangle ABC et du cercle (W).

Créer les 3 points A, B, C libres dans le plan.

Créer les médiatrices de [image: image81.png][4B]



 et[image: image83.png][Ac]



  et leur point d’intersection O. Puis créer le cercle (W) de centre O passant par A.

3°Construction de la droite de Simson d’un point M de (W).

Créer un point M libre sur (W).

Créer la droite d1  passant par M et perpendiculaire à AB, et créer le point P d’intersection des droites d1  et AB.

Créer la droite d2 passant par M et perpendiculaire à BC, et créer le point Q d’intersection  des droites d2 et BC.

Créer la droite d3 passant par M et perpendiculaire à AC, et créer le point R d’intersection des droites d3 et AC.

Créer la droite d passant par P et Q et vérifier qu’elle passe toujours par le point R, en faisant bouger les points A, B, C dans le plan et M sur (W).

B) DEMONSTRATION.
On suppose que M est un point de l’arc [image: image85.png]


 (la démonstration sera analogue pour les autres arcs). Faire la figure dans ce cas.

1° a) Démontrer que les points C, Q, R et M sont sur un même cercle c1

     b)  Comparer les angles  [image: image87.png]MRQ



 et [image: image89.png]BCM



.
2° a) Démontrer que les points A, P, R et M sont sur un même cercle c2

     b)  Comparer les angles  [image: image91.png]PRM



 et [image: image93.png]BAM



.
3° a) Démontrer que les points C, M, A et B sont sur un même cercle c3

     b)  Comparer les angles  [image: image95.png]BAM



 et [image: image97.png]BCM



.
4° Calculer l’angle [image: image99.png]PRQ



 puis conclure.
SECTION PLANE D’UN TETRAEDRE TRIRECTANGLE

	OABC est un tétraèdre trirectangle en O. Soit  I  le milieu de [image: image101.png][AB]



 et soit M un point de [image: image103.png][ac]



 .

Le plan passant par  I  et orthogonal à la droite ( IM)  coupe la droite ( OB ) en  un point N.

Pour quelle position du point M, la longueur MN  est- elle minimale, et quelle est cette longueur minimale ? 


A) Avec GEOSPACE

1° Charger Géospace

2°Créer le tétraèdre trirectangle OABC

Faire apparaître le repère et placer les points repérés O ( 0,0,0) ; A (1,0,0) ; B(0,1,0) et C(0,0,1).

Puis : Créer- Solide- Polyèdre convexe- Défini par les sommets O, A, B,C.

Mettre les parties cachées en pointillées (icône à gauche de « vues » ; puis choisir dans la boîte de styles le mode opaque : o)

3° Créer le plan P, les points M et  N et l’affichage de la distance MN.
Créer le point M libre sur le segment [image: image105.png][AC]



.
Créer le milieu I du segment [image: image107.png][4B]



  puis le plan P défini par le point I et orthogonal à la droite (IM). Puis créer le point d’intersection du plan P et de la droite (OB) et le nommer  N.

Créer- Affichage- Longueur d’un segment- MN ( attention ici ce n’est pas en « créer- numérique- calcul géométrique… »)
 4°Tracer une courbe 

Repérer la position de M sur [image: image109.png]


  Créer- numérique- calcul géométrique- Abscisse d’un point sur une droite- repère (A,C) .  Noter cette abscisse x.  Dans ce repère A admet pour abscisse 0 et C a pour abscisse 1.

Pour faire apparaître la courbe  donnant  MN  en fonction de x, par exemple faire : créer – point repéré de l’espace K(0, x, MN). Puis : Afficher sélection « trace »- sélectionner K- et aller sur l’icône « T » et faire bouger le point M pour voir la courbe obtenue et tenter de répondre à la question posée.

B) Avec les calculs

On garde les notations O ( 0,0,0) ; A (1,0,0) ; B(0,1,0) et C(0,0,1). On pose  t = [image: image111.png]5%




1°  Prouver qu’on a M (1-t, 0, t) et N(0,t,0).

On pourra former une équation de P et une représentation paramétrique de(OB).

2° Calculer[image: image113.png]MN?



 en fonction de t et vérifier qu’il est minimal  de minimum  [image: image115.png]


. 

    Conclure.
